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Àííîòàöèÿ
àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé ýêîíîìèêè îáìåíà. àññìàòðèâàþòñÿ ñèòóà-
öèè, â êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, äîïóñêàåòñÿ íàðóøåíèå âûïóêëîñòè
îòíîøåíèé ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé îïðåäåëåííîãî òèïà. Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà
íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ýêîíîìèê. Äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ öåí
è ðàâíîâåñíûõ ðàñïðåäåëåíèé òîâàðîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêîíîìèêà îáìåíà, îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ, âûïóêëîñòü, ðàâíî-
âåñèå.
Ââåäåíèå
Êîíöåïöèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ çàíèìàåò îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò
â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå [13℄. Èäåàëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ ýêîíîìèêè, îáåñïå÷èâà-
þùàÿ åå ýåêòèâíîñòü ïðè äåöåíòðàëèçîâàííîì ïðèíÿòèè ðåøåíèé, îïèñûâàåòñÿ
èìåííî ñ ïîìîùüþ òåîðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, íîñÿùåé òåì ñàìûì íîðìà-
òèâíûé õàðàêòåð. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàâíîâåñèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
èäåÿ äåöåíòðàëèçàöèè è èäåÿ îïòèìàëüíîñòè íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Â òî æå
âðåìÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ ïîëîæåíèé ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü ðÿä îãðàíè÷åíèé
íà ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäñòâåííûå ìíîæåñòâà, ó÷àñòâóþùèõ â ðàññìàòðèâàåìûõ
ìîäåëÿõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíèì èç òàêèõ îãðàíè÷åíèé òðàäèöèîííî ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëîñòü ïðåäïî÷òåíèé ïîòðåáèòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 4, 5℄). Äî ñèõ
ïîð ïîïûòêè ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå áûëè ñâÿçàííû â îñíîâíîì ñ ðàññìîòðåíèåì
äîñòàòî÷íî ñïåöèàëüíûõ ýêîíîìèê. Â ðàáîòå [6℄ ìîæíî íàéòè íåîáõîäèìûå ññûëêè
íà ýòîò ñ÷åò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé ìû óêàæåì íà ñòàòüþ [7℄,
â êîòîðîé äîêàçàíî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î âûïóêëîñòè ïðåäïî÷òåíèé íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â êîíòåêñòå áîëüøèõ ýêîíîìèê, ãäå
èíäèâèäóàëüíûå ýêîíîìè÷åñêèå àãåíòû èìåþò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà îáùèé
ðåçóëüòàò ýêîíîìèêè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñøèðåíèÿ èìåííî òðåáîâàíèÿ
âûïóêëîñòè ïðåäïî÷òåíèé ïîòðåáèòåëåé. àññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íà ïðèìåðå îä-
íîãî èç âàðèàíòîâ ìîäåëè Ýððîó Äåáðå [8℄. Óñëîâèå âûïóêëîñòè îòíîøåíèÿ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå âûïóêëîñòè â êîíóñå íàïðàâëåíèé.
åçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè ýêîíî-
ìèêè îáìåíà áåç êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.
1. Âûïóêëûå â êîíóñå íàïðàâëåíèé ïðåäïî÷òåíèÿ
Îïèñàíèå êëàññà ïðåäïî÷òåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íà÷íåì
ñ óòî÷íåíèÿ òîãî, ÷òî ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîä äîñòóïíûì íàáîðîì ïîòðåáè-
òåëÿ è êàêîâî îðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåäïî÷òåíèé ýòîãî ïîòðåáèòåëÿ.
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Ñîñòîÿíèå ïîòðåáèòåëÿ ìû áóäåì îïèñûâàòü âåêòîðîì x , êîìïîíåíòû êîòîðîãî
óêàçûâàþò êîëè÷åñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîòðåáëÿåìûõ òîâàðîâ (áëàã èëè óñëóã,
ïîñòóïèâøèõ â ïðîäàæó â îïðåäåëåííîå âðåìÿ â îïðåäåëåííîì ìåñòå). Ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî íàëè÷íûõ òîâàðîâ êîíå÷íîå ÷èñëî è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî l . Êîëè÷åñòâî æå
êàæäîãî òîâàðà  ýòî êîìïîíåíòà âåêòîðà x , íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî xk äëÿ k ,
èçìåíÿþùåãîñÿ îò 1 äî l (k = 1, . . . , l) . Òàêèì îáðàçîì, x = (x1, . . . , xl) ∈ R+
l





Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ íà ìíîæåñòâå ïîòðåáèòåëüñêèõ áëàã
îðìàëèçóåì êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå  íà R+
l
, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåëåêñèâíûì,
òðàíçèòèâíûì è ïîëíûì (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 4℄). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
íåïðåðûâíûå ïðåäïî÷òåíèÿ [1℄, è ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ
ó íàñ åùå è íåïðåðûâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ
ïðèíÿòî íàêëàäûâàòü òðåáîâàíèÿ ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè (ñì., íàïðèìåð, [1,
4, 8℄). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùèì äàííûå òðåáîâàíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî ðàâ-
íîâåñèå ñóùåñòâóåò è â ýêîíîìèêå òàêîãî òèïà. Èòàê, îò îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ
ìû òðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:
α) (ìîíîòîííîñòü) x + z  x äëÿ ëþáîãî x ∈ R+
l
äëÿ ëþáîãî z ∈ K , êðîìå
òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N > 0 , ÷òî ñîîòíîøåíèå x+ z  x âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáûõ x, z ∈ R+
l, ‖ z ‖≥ N ;
β) (âûïóêëîñòü â êîíóñå íàïðàâëåíèé T ) äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1] è äëÿ âñåõ x ∈ R+
l
èìååò ìåñòî ñâîéñòâî:
y  x, z  x, y − z ∈ T âëå÷åò λy + (1− λ)z  x. (1)
Çäåñü K ⊂ R+
l
 ëþáîé íåâûðîæäåííûé êîíóñ, ñîäåðæàùèé â êà÷åñòâå ñâîåé âíóò-
ðåííåé òî÷êè òî÷êó ñ åäèíè÷íûìè êîîðäèíàòàìè, à êîíóñ T ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì
ìíîæåñòâà Rl\(±R+
l) .
Íàì, ïî ñðàâíåíèþ ñ âûïóêëûìè â êîíóñå íàïðàâëåíèé ïðåäïî÷òåíèÿìè, â áîëü-
øåé ñòåïåíè ïîòðåáóþòñÿ ñòðîãî âûïóêëûå â êîíóñå íàïðàâëåíèé T ïðåäïî÷òåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå òàêèõ ïðåäïî÷òåíèé ñîðìóëèðóåì òàê:
β
′
) îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì â êîíóñå íàïðàâëå-




y ≻ x, y 6= x, y − x ∈ T âëå÷åò λy + (1− λ)x ≻ x. (2)
Çäåñü îáîçíà÷åíèå x ≻ y êàê îáû÷íî îçíà÷àåò ñòðîãîå ïðåäïî÷òåíèå, òî åñòü ñèòóà-
öèþ, â êîòîðîé x  y , íî y  x íå èìååò ìåñòà (x ∈ R+
l, y ∈ R+
l
).
Ñòðîãî âûïóêëîå ïðåäïî÷òåíèå â êîíóñå íàïðàâëåíèé T , òàê æå êàê ýòî âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ ïðîñòî âûïóêëûõ ïðåäïî÷òåíèé, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì â òîì æå êîíóñå.
Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì y  x è z  x , y − z ∈ T . Åñëè y = z èëè åñëè λ = 0
èëè λ = 1 , òî ñîîòíîøåíèå (1) óñòàíîâëåíî. Åñëè y 6= z , èìååì y  z èëè z  y
(ïîëíîòà â îïðåäåëåíèè îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ). Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, ÷òî y  z . Çàìåíÿÿ x íà z â ñîîòíîøåíèè (2), ïîëó÷èì λy + (1− λ)z ≻ z ;
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ïðåäïî÷òåíèÿ λy+(1− λ)z ≻ x . Ýòî è åñòü
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
Îòíîñèòåëüíî íàêëàäûâàåìûõ íà îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ òðåáîâàíèé α) è β)
(èëè α) è β′)) çàìåòèì ñëåäóþùåå.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé òðàêòîâêîé ìîíîòîííîñòè (ñì., íàïðèìåð, [4℄), êîãäà
âåêòîð z ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì èç R+
l
, òðåáîâàíèå α) äîïóñêàåò
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ñèòóàöèè, â êîòîðûõ, íàïðèìåð, ïîòðåáèòåëü áåç îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà êîí-
êðåòíîãî òîâàðà íå ìîæåò ñîãëàñèòüñÿ ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà äðóãîãî òîâàðà.
×òî êàñàåòñÿ âòîðîé ÷àñòè òðåáîâàíèÿ α) , òî ïîíÿòíî, ÷òî áîëüøèå êîëè÷åñòâà
ïóñòü è îäíîãî òîâàðà èç íàáîðà äîëæíû áûòü ïîëåçíû äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ äèíàìèêè, â ñèëó åãî ðûíî÷íûõ ïåðñïåêòèâ.
Îáñóæäàÿ âûïóêëîñòü â êîíóñå íàïðàâëåíèé T îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ, âîçü-
ìåì â ñîîòíîøåíèè (1) λ = 1/2, y ∼ x (y ∼ x îçíà÷àåò, ÷òî y  x è â òî æå âðåìÿ
x  y ; â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ x è y äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ðàâ-
íîöåííû èëè áåçðàçëè÷íû). Ïîëó÷èì, ÷òî åñëè ó÷àñòíèêó ðàñïðåäåëåíèÿ x è y
áåçðàçëè÷íû, îí ïðåäïî÷òåò êàæäîìó èç íèõ èõ ñðåäíåå (ïðåäïî÷òåíèå ñòðîãîå,
åñëè âûïóêëîñòü ñòðîãàÿ). Ýòî ïðîèçîéäåò, åñëè y − x ∈ T , íàïðèìåð, â ñëó÷àå,
êîãäà y − x ∈ T è xk = 0, yr = 0 , íî xr 6= 0, yk 6= 0 . Íî ó âåêòîðà (x + y)/2
åãî k -ÿ êîîðäèíàòà (xk + yk)/2 è r -ÿ êîîðäèíàòà (xr + yr)/2 óæå íå ðàâíû íóëþ,
òî åñòü ðàñïðåäåëåíèå (x + y)/2 äàåò ïîòðåáèòåëþ è òîâàð k , è òîâàð r , òîãäà
êàê ðàñïðåäåëåíèÿ x è y äàþò åìó òîëüêî îäèí èç ýòèõ òîâàðîâ. Ìû èìååì äå-
ëî çäåñü ñ ýåêòîì íàñûùåíèÿ, êîãäà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî óðîâíÿ óìåíüøàåòñÿ
ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïîòðåáëåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíî îäíîãî òîâàðà. Òðåáîâàíèå æå âû-
ïîëíåíèÿ ýòîãî ýåêòà ëèøü òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ x, y, (y−x) ∈ T îçíà÷àåò, ÷òî
ñìåøèâàòü ðàçðåøàåòñÿ ñóùåñòâåííî ïðîòèâîïîëîæíûå íàáîðû. Åñëè, íàïðèìåð,
x, y äîñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó (áëèçîñòü âåêòîðîâ x è y çäåñü ïîíèìàåò-
ñÿ â ñìûñëå êîëëèíåàðíîñòè, òî åñòü åñëè îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò
âåêòîðîâ x è y îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íåçíà÷èòåëüíî, òàê ÷òî x − y /∈ T ) è
áåçðàçëè÷íû ïîòðåáèòåëþ, òî îí, ïîòðåáèòåëü, íå áóäåò èñïûòûâàòü íåîáõîäèìî-
ñòè â (x+ y)/2 , òàê êàê âåêòîð (x+ y)/2 íå îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå âèäèìûìè
ïðåèìóùåñòâàìè ïåðåä x è y . Íî â ýòîì ñëó÷àå x−y /∈ T . Îòìåòèì, íàêîíåö, è òîò
àêò, ÷òî îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ïðåäïî÷òåíèÿ íå çàïðåùàåò â ñëó÷àå x−y /∈ T
âûïîëíåíèÿ λy + (1− λ)x ≻ x .
Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ óíêöèè ïîëåçíîñòè.
Âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R+
l
, íàçûâàåòñÿ óíêöèåé ïîëåçíîñòè,
ïðåäñòàâëÿþùåé îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ  , åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R+
l
âûïîë-
íÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: u(x) ≥ u(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x  y .
Â ðàáîòå [9℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ ïîëåçíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýòî îòíîøåíèå ïðåä-
ïî÷òåíèÿ (çäåñü âàæíî, ÷òî è îòíîøåíèå, è óíêöèÿ îïðåäåëåíû íà R+
l
-ñâÿçíîì
ìíîæåñòâå). Âûäåëèì êëàññ óíêöèé, êîòîðûå çàäàþò âûïóêëûå â êîíóñå íàïðàâ-
ëåíèé T îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ. Êàê îáû÷íî, ñäåëàåì ýòî ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ
êâàçèâîãíóòîñòè.
Ôóíêöèþ u áóäåì íàçûâàòü êâàçèâîãíóòîé â êîíóñå íàïðàâëåíèé T , åñëè äëÿ
ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a ìíîæåñòâî
Sa = {z ∈ R+
l|u(z) ≥ a}
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì â êîíóñå íàïðàâëåíèé T , òî åñòü èç óñëîâèé x, y ∈ Sa,
(x− y) ∈ T , ñëåäóåò (λx + (1− λ)y) ∈ Sa, 0 ≤ λ ≤ 1 .
Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1. Îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì â êîíóñå íàïðàâëå-
íèé T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïðåäñòàâëÿþùèå åãî óíêöèè ïîëåçíîñòè
êâàçèâîãíóòû â êîíóñå íàïðàâëåíèé T .
Òåîðåìà 1 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äîêàçûâàåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå
â ñëó÷àå ïðîñòî âûïóêëûõ ïðåäïî÷òåíèé (ñì., íàïðèìåð, [4℄).
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èñ. 1
Ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì èãóðèðóþò ïðåäïî÷òåíèÿ, èìåþùèå ïðèâåäåí-
íûå ñâîéñòâà. àññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû ïîðòåëÿ öåííûõ áóìàã
(ÏÖÁ) èíâåñòîðà, èëè çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà îáúåìà Q , êîòîðûé ó÷àñò-
íèê ðûíêà õî÷åò ïîòðàòèòü íà ïîêóïêó öåííûõ áóìàã äâóõ ðàçëè÷íûõ âèäîâ. Ïóñòü
xi  ÷àñòü êàïèòàëà, ïîòðà÷åííîãî íà çàêóïêó öåííûõ áóìàã i-ãî âèäà, i = 1, 2 .
Ïóñòü òàêæå mi, σi  ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíå-
íèå ýåêòèâíîñòè i-ãî òèïà öåííîé áóìàãè, i = 1, 2 , çà îäèí ïåðèîä âëàäåíèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýåêòèâíîñòè áóìàã íå êîððåëèðîâàíû.
Îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ÏÖÁ îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûìè öåëÿìè èíâåñòîðà,
êîòîðûå îïèñûâàþò ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè. Â êà-
÷åñòâå îäíîãî èç òàêèõ êðèòåðèåâ ÷àñòî âûäâèãàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [9℄) îòíîøåíèå
äîõîäíîñòè ïîðòåëÿ ê ðèñêó, òî åñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðîñò ýòîãî îòíîøåíèÿ ãîâî-
ðèò îá óëó÷øåíèè èíâåñòèöèîííûõ ñâîéñòâ ÏÖÁ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ














ãäå k  íåêîòîðûé êîýèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
Åñòåñòâåííî òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ è äîñòàòî÷íî
ìàëûõ Q ïîòðåáèòåëü íå âèäèò ðàçíèöû ìåæäó òèïàìè áóìàã è íà÷èíàåò ñ÷èòàòü
m1 = m2, σ1 = σ2 .
Íåêîòîðûå ïîâåðõíîñòè áåçðàçëè÷èÿ òàêîé óíêöèè ïîëåçíîñòè ñ m2 =
= 3m1, σ2 = 3σ1, k = σ1/m1 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî
ìíîæåñòâà S1, S2, S3 íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè. Â òî æå âðåìÿ
î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà âûïóêëû â êîíóñå íàïðàâëåíèé T . Âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî êîíóñ K èç òðåáîâàíèÿ α) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì K =
= {(x1, x2) ∈ R
2
∣∣ |(x2 − x1)/(x2 + x1)| ≤ 0.81} .
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ â äàííîì ïðèìåðå óäîâëåòâîðÿþò
ñîðìóëèðîâàííûì âûøå òðåáîâàíèÿì. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ñî-
îòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó àêòó èç òåîðèè óíêöèé ïîëåçíîñòè: ñêëîííîñòü ê ðèñêó
ïîòðåáèòåëÿ ïðèâîäèò ê ïîòåðå âîãíóòîñòè åãî óíêöèè ïîëåçíîñòè (ñì., íàïðèìåð,
[10℄).
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2. Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ
Ïðèâåäåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (ñì. [14℄) ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîòî-
ðóþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü. Íà ìíîãîïðîäóêòîâîì ðûíêå îáìåíà m ó÷àñòíèêàì
(ïîòðåáèòåëÿì) íóæíî ðàçäåëèòü ìåæäó ñîáîé ðåñóðñû îáùèì îáúåìîì Ω ∈ R+
l
.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê îáëàäàåò ÷àñòíîé ñîáñòâåííîñòüþ íà ñóì-
ìàðíûå ðåñóðñû Ω , òî åñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ó÷àñòíèê i èìååò íàáîð òîâà-
ðîâ wi ∈ R+
l
. Çàòåì íà ðûíêå ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå îáùèõ ðåñóðñîâ Ω
è êàæäûé ó÷àñòíèê i ïîëó÷àåò â ñâîþ ñîáñòâåííîñòü íàáîð òîâàðîâ xi , ïðè÷åì
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
W = wi + · · ·+wm = xi + · · ·+ xm. (3)
Â äàëüíåéøåì âåêòîð X = (x1, . . . ,xm) ∈ R
lm
áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì
ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè âåêòîðû x1, . . . ,xm óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (3).
Ïóñòü ó÷àñòíèê i õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ i è íà-
÷àëüíûìè ðåñóðñàìè wi ∈ R+
l
. Åãî óíêöèÿ ïîëåçíîñòè ui çàâèñèò òîëüêî îò
íàáîðà òîâàðîâ, ïðåäíàçíà÷åííîãî ó÷àñòíèêó i . Ìû ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî îòíîøå-
íèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ i , i = 1, . . . ,m , óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì α), β
′
) .
Ââåäåì ñèñòåìó öåí íà òîâàðû p = (p1, . . . , pl) ∈ R+
l
. Òîãäà ïîòðåáèòåëü i














ãäå wi = (w
i
1, . . . , w
i
ℓ) .
Äàëåå ó÷àñòíèê i äåéñòâóåò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì îòíîøåíèåì ïðåäïî÷òåíèÿ,
òî åñòü îí ïðèñòóïàåò ê ïîèñêàì íàáîðà òîâàðîâ xi ∈ I(ri) òàêîãî, ÷òî xi i y
äëÿ ëþáîãî y ∈ I(ri) . Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà ñîãëàñîâà-
íèÿ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ñèñòåìà öåí p , ïðè êîòîðîé äîïóñòèìîå ðàñïðåäåëåíèå
X = (x1, . . . ,xm) ñîñòîèò èç âåêòîðîâ xi , êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ui ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì áþäæåòíîì îãðàíè÷åíèè?
Èçâåñòíî (ñì. [1, 4℄), ÷òî áþäæåòíîå ìíîæåñòâî âûïóêëî, êîìïàêòíî è íå èç-
ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè âñåõ öåí íà îäíó è òó æå ïîñòîÿííóþ λ > 0 . Ïîñëåäíåå
ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò öåíû íîðìèðîâàòü è ðàññìàòðèâàòü èõ òîëüêî íà ìíîæåñòâå
Π = {p ∈ Rl
∣∣ p1 + · · ·+ pl = 1, pk > 0, k = 1, . . . , l}.
Ìíîæåñòâî Π , êàê îáû÷íî, íàçîâåì îáëàñòüþ öåí, ÷åðåç Π îáîçíà÷èì çàìûêà-
íèå Π , ÿâëÿþùååñÿ ñèìïëåêñîì, ÷åðåç Πk  k -þ ãðàíü ñèìïëåêñà: Πk = {p ∈ Π
∣∣





Òåîðåìà 2. Ïóñòü öåíà êàæäîãî òîâàðà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà: pk > 0 ïðè
âñåõ k . Òîãäà äëÿ êàæäîãî i è êàæäîãî ri ≥ 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð
xi ∈ I(ri) òàêîé, ÷òî xi i y äëÿ ëþáîãî y ∈ I(ri) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íàøèõ òðåáîâàíèé, íàëîæåííûõ íà îòíîøåíèå ïðåä-
ïî÷òåíèÿ, óíêöèÿ ïîëåçíîñòè ui áóäåò íåïðåðûâíîé óíêöèåé äëÿ ëþáîãî i .
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà êîìïàêòíîì ìíî-
æåñòâå I(ri) â íåêîòîðîé òî÷êå xi . Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ òî÷êà òîëüêî
îäíà.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè xi ∈ I(ri) è zi ∈ I(ri) , óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ: xi i y è zi i y äëÿ ëþáîãî y ∈ I(ri) .
Ïîëàãàÿ â ýòèõ îòíîøåíèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíî y = xi è y = zi , ïîëó÷àåì, ÷òî
xi ∼ zi .
Òåïåðü óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî xi − zi ∈ T . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî
〈p,xi〉 = 〈p, zi〉 èëè 〈p,xi− zi〉 = 0 . Òàê êàê p ∈ Π , òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà áó-
äåò ñëåäîâàòü, ÷òî xi−zi ∈ T . Äîêàæåì, ÷òî 〈p,xi〉 = 〈p, zi〉 = ri . Åñëè, íàïðèìåð,
〈p,xi〉 < ri , òî ìîæíî ïîñòóïèòü òàê. Âîçüìåì äâà âåêòîðà b, c ∈ K , b 6= c , òàêèõ,
÷òî 〈p,b + xi〉 = 〈p, c + xi〉 = ri . Ïóñòü v1 = b + xi è v2 = c + xi . Îáà âåêòîðà
â ñèëó èõ ïîñòðîåíèÿ è ìîíîòîííîñòè îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ i óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì:
vq ∈ I(ri), 〈p,vq〉 = ri, vq  xi, q = 1, 2.
Èìååì, ÷òî 〈p,v1 − v2〉 = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, v1 − v2 ∈ T (âåêòîð p èç Π).
















v2 ïðèíàäëåæèò I(ri) , òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî; ñëåäî-
âàòåëüíî, îðìóëà (4) ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè xi , òî åñòü ïðåäïîëîæåíèå
〈p,xi〉 < ri íå âåðíî. Çíà÷èò, è 〈p,xi〉 , è 〈p, zi〉 ðàâíû ri . Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîñíî-
âàòü ñîâïàäåíèå òî÷åê xi è zi , íàì îñòàëîñü ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå
ñ òî÷êàìè v1 è v2 . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò ââåñòè óíêöèþ èíäèâèäóàëüíîãî ñïðîñà ó÷àñòíèêà i
êàê îòîáðàæåíèå di , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé ñèñòåìå öåí p ∈ Π âåêòîð
èç åãî áþäæåòíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûé ïðåäïî÷èòàåòñÿ âñåì îñòàëüíûì. Òàê æå,
êàê îáû÷íî (ñì., íàïðèìåð, [4℄), äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i îòîáðàæåíèå
di : Π→ R+
l
íåïðåðûâíî è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
〈p,di(p)〉 = 〈p,wi〉. (5)
Èçó÷èì òåïåðü ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ di : Π → R+
l
âáëèçè ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê Π . Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèêè ïîíÿòíî, ÷òî êàðòèíà íå èçìåíèëàñü, íåñìîòðÿ
íà ïîòåðþ âûïóêëîñòè, òî åñòü ðàç ó÷àñòíèê i íå íàñûùàåòñÿ òîâàðîì k , òî ïî-
òðåáëåíèå ýòèì ó÷àñòíèêîì äàííîãî òîâàðà áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïî
ìåðå òîãî, êàê öåíà pk ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò
ñêàçàííîå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü ri ≥ 0 è p ∈ Πk , òî åñòü pk = 0 . Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Äëÿ ëþáîãî x ∈ I(ri) ñóùåñòâóåò y ∈ I(ri) òàêîé, ÷òî y i x (íå ñóùå-
ñòâóåò íàáîðà òîâàðîâ, êîòîðûé ó÷àñòíèê i ïðåäïî÷èòàåò âñåì îñòàëüíûì).
2) Åñëè äëÿ âñåõ j wij > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn(⊂ Π) ñõîäèòñÿ ê p , òî




Åñëè, êðîìå òîãî, p /∈ Πj , j 6= k , òî ïîòðåáëåíèå i-ì ó÷àñòíèêîì k -ãî òîâàðà
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü dik(pn)→ +∞ .
Çäåñü di(p) = (d
i
1(p), . . . , d
i
l(p)) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1 .
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü x = (x1, . . . , xi) ∈ I(ri) . Ïîëîæèì y =
= (x1 + y1, x2, . . . , xi), y1 > 2N , ãäå N  ÷èñëî èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè α) . Òàê
êàê p1 = 0 , òî 〈p,y〉 = 〈p,x〉 ≤ ri , è, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ I(ri) . Â ñèëó ìîíîòîí-
íîñòè îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ i èìååì y i x . Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå
ìîæíî ñ÷èòàòü ñòðîãèì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð z = (x1 +
y1
2
, x2, . . . , xi) . Èç
α) è âûáîðà y1 ñëåäóåò, ÷òî z i x . Çàìåòèì, ÷òî y − x ∈ T , à z =
1
2 (x + y) .
Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè â êîíóñå íàïðàâëåíèé T îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ i
îòñþäà èìååì z i x . Ìîíîòîííîñòü ïðåäïî÷òåíèÿ i äàåò ñîîòíîøåíèå y i z .
Èñïîëüçîâàíèå òðàíçèòèâíîñòè ïðèâîäèò ê íóæíîìó íàì ñòðîãîìó ïðåäïî÷òåíèþ
y i x .
Òåïåðü äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, òî åñòü ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn ìîæíî èçâëå÷ü òàêóþ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü pnq , ÷òî ñïðîñ íà k -é òîâàð ïðè ýòèõ öåíàõ îãðàíè÷åí: ñóùåñòâóåò C ,
äëÿ êîòîðîé
dik(pnq) ≤ C.
Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðîâ di(pnq) áþäæåòíûì ìíîæåñòâàì I(rinq) , rinq =
= 〈wi,pnq〉 , âëå÷åò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ
0 ≤ dij(pnq) ≤
rinq
pjnq
, 1 ≤ j ≤ l, j 6= k,
èç êîòîðûõ â ñèëó ñõîäèìîñòè pjnq ê pj 6= 0 âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü d
i
j(pnq) . Òà-
êèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di(pnq) îãðàíè÷åíà è èç íåå ìîæíî èçâëå÷ü ñõî-
äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü di(pnqw) . Ïóñòü di(pnqw) → x . Ïîêàæåì, ÷òî x
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì òîâàðîâ. Áîëåå òîãî, x ∈ I(ri) è x ïðåäïî÷èòàåòñÿ
âñåì îñòàëüíûì âåêòîðàì èç I(ri) . Ýòî è áóäåò ïðîòèâîðå÷èåì, äîêàçûâàþùèì
íàøå óòâåðæäåíèå.
Â ñàìîì äåëå, òàê êàê di(pnqw) ∈ R+
l
, òî è x ∈ R+
l
â ñèëó çàìêíóòîñòè R+
l
.
Âåêòîðû èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
〈di(pn),pn〉 ≤ 〈wi,pn〉,
〈y,pn〉 ≤ 〈wi,pn〉 âëå÷åò di(pn)  y.
Çíà÷èò, ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíåíû è äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè pnqw ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè pn . Òàê êàê w
i
k ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, òî ri = 〈wi,pn〉 6= 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó è ïîëó÷èòü
〈x,p〉 ≤ 〈wi,p〉,
〈y,pn〉 ≤ 〈wi,pn〉 âëå÷åò x  y.
Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ I(ri) , à âòîðîå  ÷òî x ïðåäïî÷èòàåòñÿ
ëþáîìó òîâàðó èç I(ri) . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñòàíîâëåííîìó óæå óòâåðæäåíèþ 1)
òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû äîêàçàíà. Ñîîòíî-
øåíèå (6) îáîñíîâûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (òî åñòü ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 2) òåî-
ðåìû).
Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå óíêöèþ èçáûòî÷íîãî ñïðîñà z : Π → R+
l
,
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àâåíñòâî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà âñåì ðûíêå âûðàæàåòñÿ âåêòîðíûì ðàâåí-
ñòâîì â Rl :
z(p) = 0. (7)
Åñëè âåêòîð öåí p ∈ Π óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7), òî åãî íàçûâàþò ñèñòå-
ìîé ðàâíîâåñíûõ öåí, à âåêòîð (d1(p), . . . ,dm(p))  ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâíîâåñíûì
ðàñïðåäåëåíèåì.
Â ñèëó òåîðåìû 2 è ðàâåíñòâà (5) òðàäèöèîííî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå
ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå.
Âåêòîð p ∈ Π íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ðàâíîâåñíûõ öåí, à (x1, . . . ,xm) ∈ R+
lm

ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:
à) ðàñïðåäåëåíèå (x1, . . . ,xm) äîïóñòèìî;
á) 〈p,xi〉 = 〈p,wi〉, i = 1, . . . ,m ;
â) äëÿ ëþáîãî i ïðèíàäëåæíîñòü y ∈ I(〈p,wi〉) âëå÷åò xi i y.
Ïðèâåäåì îðìóëèðîâêó òåîðåìû, ãàðàíòèðóþùåé ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ
öåí.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ýêîíîìèêà ÷àñòíîé ñîáñòâåííîñòè òàêîâà, ÷òî âñå m åå
ó÷àñòíèêîâ èìåþò îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè α), β
′
) . Åñëè â íà-
÷àëå êàæäûé ó÷àñòíèê îáëàäàåò âñåìè òîâàðàìè, òî åñòü wik 6= 0 îäíîâðåìåííî
äëÿ âñåõ i è k , òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñèñòåìà ðàâíîâåñíûõ öåí
èëè ñóùåñòâóåò âåêòîð q ∈ Π òàêîé, ÷òî z(q) = 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ðàáîòå [8℄ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ñòðîãî âûïóêëû. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè
ýòî óñëîâèå çàìåíèòü óñëîâèåì β
′
) , òî òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, ïðè÷åì äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû íå èçìåíèòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî [8℄
íà ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F ñèìïëåêñà
Π â ñåáÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [8℄:
F (p) =
{
ΠK(p), åñëè p ∈ Π;
q ∈ Π
∣∣ 〈p,q〉 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Çäåñü
ΠK(p) = {q ∈ Π
∣∣
äëÿ ëþáîãî k /∈ K(p) qk = 0},
K(p) = {k
∣∣ zi(p) ∣∣ max
j
zj(p)},
z(p) = (z1(p), . . . , zl(p)).
Çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ F (p) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè, çàìêíóòûìè è íåïóñòûìè
ìíîæåñòâàìè. Îáîñíîâàíèå çàìêíóòîñòè ãðàèêà îòîáðàæåíèÿ F (p) ïðîâîäèòñÿ
íà îñíîâå òåõ ñâîéñòâ óíêöèé z(p) è di(p) , êîòîðûå ïðè óñëîâèè β
′
) çäåñü óæå
ïîëó÷åíû (ñì. [4, 8℄). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè ýêîíîìèêè îáìåíà çàìåíà òðå-
áîâàíèÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè ïðåäïî÷òåíèé íà òðåáîâàíèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè â
êîíóñå íàïðàâëåíèé íå âëèÿåò íà ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ öåí.
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Summary
Ì.Î. Gavrilova, M.A. Sevodin. On the Existene of Equilibrium in an Exhange Eonomy
with One Class of Non-Convex Preferenes of Consumers.
The paper fouses on the study of exhange eonomy models. It deals with situations that,
unlike lassial ases, allow for violations of the onvexity of preferene relations of onsumers
of a ertain type. The properties of some harateristis of the eonomies under study are
determined. Proofs of the existene of equilibrium pries and equilibrium distribution of goods
are given.
Key words: exhange eonomy, preferene relation, onvexity, equilibrium.
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